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ARCHIWUM E'LEKTROTECHNIKI — TOM V — ZESZYT 2 — 1956

523.74 ‘ ‘
K. URBANIK, A. ZIEBA \

Prognoza aktywnosci slonca
' . Rekopis dostarczono 18. 11. 1955,

Zrmany elektromagnetyczneJ aktywnosm stonca, powodu]ace W szcze- '
golnosc1 zaburzenia w odbiorze radiowym, charaktéryzuje sie na ogol licz-
Jbami Wolfa, ktore opisuja rozmieszczenie i ilo§¢ plam stonecznych. Pomewaz
$cista zaleino§é liczb Wolfa od czasu nie jest znana, przyjmuje sie, " ze
tworzg one proces stochastyczny. W artykule oméwione sa krotko probabili-
styczne metody prognozy liczb Wolfa: liniowa metoda Kolmogorowa-Wmnera
oraz metoda uwzgledn1a3aca koszt eksperymentu oparta na teorn funkecji
‘decyzanych

. Aktywnosciag elektromagnetyczng storica interesujg si¢ zaré6wno astro-
nomowie i fizycy jak i radiotechnicy. Jej znaczenie dla radiotechniki po- -
lega na tym, ze w duzym stopniu od niej zalezy dzialanie stuzb telekomu-
'nikacyjnyph. Zwigkszenie aktywnosci wpltywa ujemnie na jako$é odbioru.

Aktywnos¢ slofica jest $ciSle zwigzana z wystgpowaniem plam stonecz-
nych. Dlatego opisujemy ja za pomocg tak zwanych liczb Wolfa, charak- .
teryzujacych ilo$¢ i rozmieszczenie. plam na sloncu
r=k (10 g+f)

BRI

r — jest tu liczbg Wolfa

g — oznacza ilos¢ grup plam slonecznych (1zolowane plamy uwazamy

za oddzielne grupy),

f— calkow1tq ilos¢ plam;

'k — jest wspoétczynnikiem zaleznym od" przyrzadu pomiarowego,

w przyblizeniu réwnym ]ednosc1

Zaleznos¢ liczb Wolfa od czasu nie r]est dokladnie znana.

Obserwacje wskazujj na okresowe nasilanie sie liczby plam stonecz-
nych, przy czym wyrazny jest tu cykl jedenastoletni.

W pierwszym przyblizeniu przyjmuje sig, ze liczby Wolfa zaleza od
czasu :losowo. Pozwala to na wykorzystanie aparatu teorii proceséw sto-
chastycznych do badania aktywnosci stonca, a w szczego6lnosei do ustalania
prpgnozy aktywnosci stofica.

[

3
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Niech 7(t) bedaca funkcja losowg oznacza liczbe Wolfa odpowiadajacy
chwili t. Obok funkcji r(t) wygodnie jest postugiwaé sie odchyleniem g (t)
wielkosSci 7(t) od $redniej wartosei 7 (t) !

eW=r®)~r@).
Dla odchylenia o (t), ktére rowniez jest funkcja'losowq, mamy
¢(H)=0.
Przy]muJemy takze, zgodnie z doSwiadczeniem, ze korelacja. odchylen

e (t) i o(t+7)zalezy wylacznie od dlugosci przedz1alu czasowego T, a wiec
funkcja korelacyjna ma postaé

B () =0 (t+7) o (7).

Odchylenia Q(t) tworza-zate‘m stacjonarny proces stochastyczny. Przy-
pustmy, ze znamy liczby Wolfa W chwilach t,,...,t,. Woweczas szacu-
jac 7(t) srequ arytmetycznq

rm——zgum,

mozna obhczyc odchylenla o(ty), ..,g(tn) Zagadmeme prognozy hczby
Wolfa w chwili ¢, przy znanych liczbach Wolfa w . chwilach Tisenny tn
sprowadza si¢ wiec do prognozy odchylema o (t), gdy znane sg odchylema
o(ty),... y0.(tn).  Ograniczymy sie do prognozy polegajacej na oszaco-

. Waniu nieznanej wartosci ¢ (t) kombinacjg hmowa wartosci o (t;),...,0(tn).
Poza funkcjg korelacyjng w prognozie nie wykorzystuJemy innych cha-
rakterystyk- procesu stochastycznego o (t).

- Teoria prognozy liniowej opracowana zostala przez A.N. Ko}mogo-
rowa, N. Wienera i innych.

Prognoza liniowa sprowadza sie do znale21en1a ukladu wspotczynnikow
liczbowych a,,..., an; odchyleme o(t) szacuje si¢ wowczas kombinacja
liniows 'a,0 (t1)+ <y Fane(ts). Prognoze opisang Wspolczynmkaml Qy,.:,0p
nazywamy optymalna, jesli éredni blad kwadratowy prognozy jest naj-
mniejszy, to znaczy

o (t)— Zawmﬂ

. Dowodm sie, ze Wspolczynmki a, ...,
speiniajg uklad réwnan (por. [2]) -

n

z@Bm—m~ (t-t) (k=1,2,...,7)

i=1
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a $redni blad kwadratowy a? ~optymalnej prognozy jest rowny

a?=B(0)— 2 ZakatB(tz_tk)

Odchy'lenia o(t),...,e(tn)mozemy, jak pow1edz1ehsmy, obhczyc Po-
zwala to oczywiscie szacowaé funkcje korelacyjna B (7) wedlug znanego
wzoru (por. [2] lub [6])

Znajac za$ funkcje B(r) z rownan (1) mozemy wyznaczy¢ wspéiczynniki
optymalnej prognozy. ’

Zanim podamy pewne konkretne przykiady prognozy, zwrécimy uwage,
ze omawiana .teoria. prognozy liniowej podaje rachunkowy sposéb otrzy-
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Rys. 1. Wykres aktywnosci stonca wedlug prognozy i na podstawie
‘ obserwacji w latach 1951/1952.

mania optymalnej prognozy (w podanym wyzej sensfe) na podstawie
danych obserwacyjnych. Material obserwacyjny aktywno$ci storica
jest niezmiernie bogaty i nie moze byé caly wykorzystywany w rachun-
kach liczbowych. Powstaje zatem zagadnienie wyboru optymalnej ilo-
$ci obserwacji i ich- optymalnego rozmieszczenia. Innymi slowy
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powstaje pytanie—ile i ktére obserwacje nalezy wykorzystaé. Za-
gadnienie to jest nierozwigzane. Préba, podjeta przez autoréw tej pracy, -
wskazuje, ze zagadnienie prowadzi do réwnan, ktérych nawet bardzo nie-
dokladne rozwigzanie jest praktyczme na razie niemozliwe. (Do zagad-
nienia’ tegé6 powrdcimy jeszcze przy omawianiu innych ‘teorii prognozy).
W teorii prognozy' liniowej przyjmuje sie heurystyczme takze (por. [3],
[4]) wzory typu

o(t)=a,0 (t—1)+a,0(t— 2)+a109(t—10)+ang(t 11)+
+ay00 (t— 20)+a219 (t‘, 21)+.
Na przyktad, dla dwéch ob'serwacji otrzymuje sie na r(t) wzér
r(f)=14,5+1,37(t—1)—0,6 r (t—2). | N

Prognoze na lata 1925—1929 opartg na obserwacjach z dwoch po.p.'rze—_
. dnich lat przedstawia ponizsza tablica (por. [3]). '

Rok " Prognoza Obserwacja Biad

1925 33,2 44.3 111
" 1926 63,3 63.9 06
1927 71,5 69,0 —25
1928 |- 6554 71,8 12,4
1929 . 74,0 65,0 —9,0

Uwzglednijmy teraz tzw. koszt wykorzystania danych obserwacyj-
nych C(N). Koszt ten nalezy rozumieé¢ bardzo ogélnie; wchodzi do niego-.
zaréwno czas potrzebny do obliczeh jak i zuzycie maszyn do liczenia itp.
Oczywiscie zalezy na zmniejszeniu tego kosztu. Niech gy oznacza prognoze
odchylenia g (t) oparta na N obserwacjach (obserwacje te traktujemy jako
zmienne losowe, a wiec gy jest wielkoscig losowa). W (o, en) oznacza do-
ktadnos¢ prognozy odychlenia 11czby Wolfa od $redniej wartosci. Moze to--. '
byé na przyklad -

W(Q,QN)ZIQ—,QNI- ,
Zalezy réwniez na zmniejszeniu funkeji W (o, on),to jest na polepszeniu
doktadnosci prognozy.

Gdybysmy umieli oszacowac strate gospodarcza wynlka]aca z danej
blednej prognozy, wéweczas mozna by otrzyma¢ nowe wyniki w zakresie
poruszonego juz-zagadnienia ilosci-i rozrﬁieszczénia w czasie danych ob-
serwacyjnych. Dokladne oszacowanie tej straty jest przypuszczalnie tru-
dne. Jest to oczywiscie trudnosé pozamatematyczna -Poniewaz jednak
w praktyce wystarczy oszacowanie przyblizone, podamy przyktad wyzna-
¢zania iloci obserwacji w przypadku, gdy funkcja C(V) i W(o,0n)sa zna-
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nymi funkcjami, ktérych wartosci wyrazaja sie 'w zlotych.” Wskazemy
zreszta poiniej pewne warianty tej teorii oparte na innych (w pewnych‘,
przypadkach dogodniejszych) zalozeniach o funkcji W,on). -

Przejdziemy teraz do teorii majacych na celu prognoze dystrybuanty
procesu. Rozpoczmemy od waskiego zagadmema szacowania 1losc1 obser-
wacji. Pozniej zaJmlemy sie- zagadn1en1am1 o wiele- ogolme]szyml

‘Sume”

RN, om) =C M)W (e, o)

nazywamy catkowitym kosztem prognozy, a wyraienie

(N QN) max[C (NH‘W(Q on)|

maksymalnym catkowitym kosztem prognozy Ilosé N, obserwacji potrzeb-
nych do prognozy nazywamy optymalng, ]ezeh ‘

R(Ny,on)= mlnR(N on).

_ Na prostvm szczegolnym przykladme pokazemy metode; znajdywania
optymalnej ilosci obserwacji.

Przyjmiemy najpierw pewne zalozema upraszczajqce Przede wszyst-
kim zakladamy, ze obserwacje Wykonujemy w sposob ciagly, a nie ‘dys-
kretny. Dysponujemy wiec wykresem regestrowanym przez aparat od
pewnej chwili poczatkowej 0. Dalej zaktadamy, ze odchylenie ¢ (t) liczb
Wolfa od $redniej tworzg proces normalny, czyli ze rozklady prawdopo—
dobienstw sa dane wzorem :

! x
(y—uty’

1 [~ Z. . . »
P[Q t)<x ]/ZTto'fe 267t dy . o :

-00

ize: prognoza dotyczy tylko n1ew1adomego parametru # witym rozkladme
PrZV]mlme, ze dokladno$é W (u, 2) prognozy. ]est funkcja postac1 .

W(MJ») w ({pu— 1]),

gdZ1e
3e°t prawdqu, . " wy T
/1~ przepow1edz1anq wartoscia parametru - , o L3 g«&
Prognoza wielkosci g polega na oszacowaniu.za pomoca srednleJ arytme—
tycznej wynikéw. obserwacyjnych. ¢l Ty ﬁ" s
Dowodzi sie [1], ze optymalna ilos¢ T pomiaréw przy pewnych zalo- . ,'
" +.  zeniach regularnosci funkcji w(x) i C(x) (ktére w praktyce ur}gozna przyjaé) :"
otrzymuje sie z rozwigzania réwnania - R *
o sz g - B
gom 1P@e Tl e e TS
o +* /o Y= { e  dx=C RIS
. dT V2T o Vro ) I B SRS
o ¥ =

' Co .
/ . . : . ‘,\\_;"‘.{_
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wzgledem T. Znajace funkeje . C(T) i w(x) mozna to réwnanie rozwigzaé
metodami przyblizonymi. ‘ :

Podamy teraz pewien inny typ prognozy, majacy o wiele szerszy za-
sigg niz podana na przykladzie teoria wyznaczania optymalnej obser-

- wacji. Teoria ta, oprécz optymalnej ilosci i optymalnego rozmieszczenia
pomiaréw, pozwala na skonstruowanie optymalnej prognozy [5].

Podstawowym pojeciem tej teorii jest pojecie funkeji decyzyjnej.

Przez funkcje decyzyjna rozumiemy ciag przepiséw, z ktérych pierwszy
orzeka, jakie obserwacje powinnismy wykonaé i uwzglednié na poczatku,
drugi —na podstawie tych’ wynikéw — badz orzeka, ze wykonujemy
i uwzgledniamy dalsze obserwacje (i jesli tak, to jakie), badz wydaje
tzw. decyzje ostateczng. Trzeci przepis wchodzi w rachube tylko wtedy,
jesli drugi nie Wydal decyzji ostatecznej i znowu, na podstawie wynikéw
obserwacji dokonanych na obu poprzednich etapach badz zaleca dalsze
pomiary, badz wydaje decyzje ostateczng itd. Przez decyzje ostatecznag '
rozumiemy orzeczenie, ze badany proces stochastyczny ma takg a taka
dystrybuante. W samym pojeciu funkeji decyzyjnej abstrahujemy od
tego czy jej zalecenia s3 dobre, czy decyzja ostateczna jest prawdziwa
itp. Przez dystrybuante procesu rozumiemy funkcje

Feyyeovstn @y, ) =P{o(t) <wxi,...,0 ) <xn}
okreslang dla wszystkich ukladow t,,...,tn, x,,..., xn, gdzie symbol
P{ } oznacza, jak zwykle, prawdopodoblenstwo zdarzema oplsanego W na-

wiasie.

Uzywane w teorii funkecji, de(':yzyjnych badanie etapowe nazywamy
postepowaniem sekwencyjnym.

Oprécz wyzej opisanych funkcji decyzy]nych uzywamy funkeji decy-
zyjnych zrandomizowanych (losowych) [5]. Ma to zastosowanie do przy-
padkéw, gdy prognoze konstruujemy nie raz, lecz wiele razy. Mozemy
wtedy w poszczegdlnych badaniach stosowaé rézne funkcje decyzyjne.
Jesli, ogdlnie, z danego ukladu funkeji decyzyjnych za pomoca ustalo-
nego mechanizmu (kostki) bedziemy losowali poszczegélne funkcje i sto-
sowali je do kolejnych prognoz, bedziemy méwili, ze postugujemy - 51e :
funkc;a decyzyjng zrandomizowana.

Zalety randomizacji mozna stwierdzié na prostym nawet nie sekwen-
cyjnym przykiadzie. Kto§ kladzie monete, my dajemy prognoze poja-
wienia sie orta. Zadanie powtarza sie wiele razy. Jedli bedziemy stale po-
dejmowali jedng i te sama decyzje z dwu mozliwych: pojawi
sie orzel, pojawi sie reszka, to, jezeli moneta byla rzucana przypadkowo,
mozemy gwarantowa¢, ze Srednio co najmniej (a takze co najwyzej) po-
towa prognoz bedzie dobra. Jesli postuzymy sie decyzja zrandomizowana
i sami swoje odpowiedzi: orzel, reszka, bedziemy losowali moneta, to
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takze bedziemy mogli zagwarantowaé, ze $rednio potowa naszych prognoz
' bedzie prawdziwa, ale juz nie bedziemy potrzebowali za-
ktada¢ jak poprzednio, Zze moneta, ktérej rzuty mamy
odgadywa¢, jest rzucona przypadkowo. Nie bedziemy potrze-
‘bowali w ogdle zadnych hipotez na ten temat. Randomizacja ma jeszcze
infie zalety, ktérych nie bedziemy tu szczegélowo rozwazali.
Przypusémy, ze mamy dang rodzine kompletnych dystrybuant pro-
-cesOw stochastycznych. Dystrybuanty oznaczymy symbolami Fy ,,... Fp.
Te dana rodzine - bedziemy nazywali bazg. Utwoérzmy zrandomlzowana
kombmacge liniowg |

@ Fi+aFyt ..., +anFn (2,20, Yay=1) (2)

bazy. Dzieki normalizacji, taka ' kombinacje znéw mozemy uwazaé za
dystrybuante.

Przypu$émy, ze tak wybraliSmy baze dystrybuant (w pfaktyce kilka-
dziesiagt), iz mamy prawo  ,przypuszczaé, ze losowy proces aktywnosci
slonca daje sie w przyblizeniu opisa¢ jaka$ z dystrybuant postaci (2).
Przypuéémy dalej, ze wybraliSémy uklad funkcjit decyzyjnych dy,...,dm
(w praktyce — kilkadziesigt sekwencyjnych metod testowania hipotez,
ze proces ¢ (t) ma dystrybuante F;, F,,...,F,. Na ich podstawie skon-
struujemy optymalna funkcje decyzyjna do badania proceséw ksztaltu (2).

Niech C(N) oznacza, jak poprzednio, koszt wykorzystania N obserwacji,
W (F;,F;) — strate gospodarczg wynikajaca z powziecia decyzji ostatecz-
nej orzekajacej, ze proces ¢ (t) opisany jest dystrybuantg Fj, podczas gdy
naprawde opisany jest dystrybuanta F; [W (F;, F;)>20, W(F;,F;)=0]. Przy-
pusémy na chwile, ze proces aktywnosc1 stonca ot opisany jest dystry-
buanty F, i ze postugujemy sie funkcja decyzy]na di. Znajac dystrybuante -
Fi i funkcge decyzyjna di tatwo mozemy obliczy¢ sredni koszt calkowity 2
badania za pomoca funkcji dx, procesu opisanego dystrybuanta F;, koszt
ten wyrazi sie wtedy funkcja

R(F:, d).

Za_daniem naszym. jest ten koszt uczyni¢ jak najmniejszym.
Jesli proces aktywnos$ci stonica opisuje sie dystrybuanta

o Fy+ +anFy,
a my poslugujemy sie funkcjg zrandomizowana
ﬂld +., ... +I3mdm 3)

(B, -oznacza prawdopodoblenstwo wybrama funkceji decyzyjnej d;), to $re-
dnio koszt catkowity wyrazi sie forma biliniows

- * Koszt wykorzystywania pomiaréw i strate wynikajaca ze zlej decyzji.
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, : i=n, j=m - S ,
Z aiﬂjR (Fl ) d]) ) ) !
i=1, j=1 o
~ ktérg dla skrétu oznaczymy )
) ' Ri,«ai/)’,- . .
‘Maksimum formy Rijaif; ze wzgledu na «; przy ustalonych f; nazywamy
kosztem gwarantowanym przez funkcje, decyzyjng (3)° (zrandomizowang).

Funkcje decyzyjna zrandomizowang bidi+,..., + bnda nazywamy
najlepszg jezeli gwarantuje minimalny koszt _ /
max Rijaibj ‘= min : max R”blﬂg

UiyaneyOn L 1ae B Aoy

Aby zilustrowa¢ rachunkowe trudnoéci'przy efektywnym znajdowaniu
‘wspélezynnikéw b;, rozwiazemy prosty przyklad przyjmujac 1=2, j=2.
Przy wie;kszyéh wartosciach i, j trudnosci wzrastaja podobnie jak przy
przechodzeniu od dwoch ‘réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi do
wiekszej liczby réwnan i niewiadomych.

Przyjmijmy Rija;fi=a,f,+asB,. K . -

Mamy' wyznaczy¢ min max a,f,+ a,f,.

Y AP
A'Ekstrernum mieszane minimum maximorum wyznaczamy podobnie jak g
zwyczajne, przez przyréwnanie pochodnych do zera. Aby ulatwi¢ sobie
analityczne operowanie zmiennymi a,, a,, f,, §,, ktore sa, jak wiemy do-
datnio unormowane 3, najlepiej zamiast tych zmlennych uzyc zmiennych
sin%a, cos?a, sin?f, cos2f.
Rozmczku]a_c forme

sina - sin®f + cos®a - cos*f ‘ o (4)
otrzymu]emy na ekstrema uklad réwnan
2(sm ’f—cos?8) sin «a cos a=0,
2 (sina—cos?a)  sin f cos f=0.
Uklad ten ma pierwiastki: : E ' ' .
' 1) sin a=sin =0,
2) cos a=cos =0,
3) sin a=cos =0,
4) cos f=sin a=0,

. 9 o 1
5) sin?a=cos?a=sin?f=cos’f = re

Latwo sprawdzié, Ze ‘pierwiésfkom i) i 2) odpowiada maksimum, pier-

3 To znaczy
ata=1, a =0, a
51‘!’/32=1, B >0, B>

'
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« . wiastkom 3) i 4) — minimum formy 4. Pierwiastkom 5) odpowiada ekstre-

) mum mieszane. Znaleiliémy wiec ekstremalne wartosci b, =—12—, b2=—;—.

g ‘ Wynik ten mozna bylo przewidzie¢, gdybysmy przedtem/ wyjasnili, ze
forma a,8,+asf, odpowiada zagadnieniu prognozy orla i reszki w przy-
kiadzie, o ktorfm wspominaliémy. Wspélczynniki b;,b, maja. znaczenie
prawdopodoblenstw z jakimi powinnismy przepowiadaé orla i reszke.

Oczywiscie teoria decyzyjna zostala przedstawiona w sposob bardzo
pobiezny i szkicowy. '

Wspomm]my jeszcze, ze sg nastepujace drogi ominiecia trudnosci sza-
cowania straty gospodarczej ze zlej prognozy. Koszt wykorzystania ba-

A dan i ]akosc prognozy mozna mierzy¢ w roznych jednostkach i powyzszg
_teorie uprawiaé¢ jak gdyby w zakresie liczb zespolonych. Wtedy zamiast
optymalnej funkcji decyzyjnej otrzymujemy rodzine optymalnych nie-
porownywalnych miedzy soba funkeji, ostatecznego za§ wyboru doko-
nujemy w zaleznosci od lokalnych potrzeb i mozliwosci. Teoria dostarcza
jak gdyby ofert, o ktorych wie, ze sg lepsze od 1nnych mozhwosm _ale
miedzy ktérymi juz nie rozstrzyga. : :

. Inng droga jest budowa analogicznej, chociaz istotnie roznej teorii

opartej, z grubsza méwiac, na mozliwoéciach finansowych instytucji pro-

wadzacej badama Chodzi o to, ze w praktyce i tak na takie a takie bada-

. dania przeznaczamy tyle a tyle. Teoria wskazuje natomiast optymalny
schemat badan opartych na danym budzecie i, co wigce], pozwala sekwen-
cyjnie badaé czy dalsze zvvle;kszeme budzetu jest celowe, czy tez budzet
‘ten nalezy zmniejszac.

Trzeba. zaznaczyé, ze przy stosowamu wszystkich wyzej przedstaww—
nych teorii prognoz w praktyce napotykamy dos¢ duze trudnosci. Wynika
to z faktu, ze chociaz teorie te sg na ogo6t szeroko i precyzyjnie rozbudo-
wane, to jednak prowadzg czesto do niezmiernie skomplikowanych. ra-
chunkéw numerycznych lub wymagaja trudnych i kosztownych badan.

Instytug. Mdtematyczny
Polskiei Akademii Nauk
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K. YPBAHHUK, A. 3EMBA

NIPOTHO3 COJHEYHOM AKTHMBHOCTU

P

PesoMe -

VMi3aMeHeHNs 3JM@KTPOMATHMTHOM COJHEYHOt aKTHBHOCTH, BbI3bIBaKOILME B 0COGEH-
HOCTM TIOMEeX) NpMEMa PajAMoNepesadl, XapaKTepuU3yoTCA BOOBILE uucaamu . Boabda,
OTMCHIBAIOLUMMY DacrpeeNeHe 1 KOJMIECTBO CONHEYHBIX nareH. I1osToMy nporuoz
COJIHEYMOM AKTUBHOCTM CBOAMTCA K NPOTHO3Y HUCE Boansda. TouHast 3aBUCUMOCTEL
uncen Boabkha oT Bpemenum — Ham Heu3BeCcTHA. B mepBOM nNpubanuiKeHMM OPUHM-
Maercd, |TO M3IMEHEHMA unces Bonabda MMEIOT Ciy4aHblii XapakKTep. DTO MNO3BOJIAET
JICTIOJIE30BaTk B MPOTHO3E -annapaT CTOXaCTMYeCKMX IIPOLEeccoB. B craTbe BKparTue
obcyxkaensl npobabuancTuyeckue MeTonbl NPOTHO3Aa YMCHA Boabda. Jlydme Bcero
uceseRoBan TEOPETUYECKN METOJX JIMHEHHOTO nporuosa Kosmoropora - Bunepa, kKoro-
PeIA TeM jyuuie, yem GoJblliee YMCAO HaGMIORATENbHBLIX AAHHBIX OH JICTIOJIBb3YeT.
. Onuako 6GoJsblloe 4KMCIO HaOJIIOAATeNLHEIX MAaHHBIX BEAST K JJIMHHBIMM M KPOIOTJIM-
BBIM BBIMMCNEHAM. He cnyayer mostomy npeneGperaTh MeTOZaMM IIPOTHO33, MCIIOJL-
SyrommMMy HeGONBILIOe YMCJAO0 AAHHBLIX M HAIOIMMMM CPABHUTENBHO xopouiye pesyJib-
TaTel. B cTaThe npuBeneH TaKoil METOM, YUMTBHIBAIOLLMIA CTOUMOCTE OHBITA M OCHOBAH-
HBIJ/l Ha TEOPUM AEUN3MOHHBIX DYHKLMIL. ’ )

K. URBANIK, A. ZIEBA
- PREDICTION OF SOLAR ACTIVITY

® Summary

Electromagnetic changes in solar activity, which cause disturbances in radio re-
ception, are characterized in a general manner by Wolf numbers. These numbers
describe the location and number of sunspots. Thus, prediction of solar activity is
reduced to the prediction of Wolf numbers. The exact dependency of Wolf numbers
on time is not known. As a first approximation, it is assumed that the change in the
Wolf numbers is of a chance nature. This permits stochastic process apparatus to
be used for predictions. In this paper, probalistic methods for predicting Wolf num-

. bers are briefly discussed. The method most investigated is the Kolmogorov-Wiener
linear method of prediction. In this method, the greater the amount of data amploy-
ed, the better the results obtained. A great quantity of observed data, however, lead
to long and timeconsuming calculations. Therefore, prediction methods employing
not too great quantitafive data, and giving relatively good results, are not without
practical importance. In this paper, one such method, based on the theory of decision )
functions, is described. The cost of the experiment has also been taken into account. \

\
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7

Zjawisko Dopplera w propagacji jonosferycznej

Rekopis dostarczono 13. 12. 1955

Praca podaje zestawienie wynikéw pomlarowych odno$nie zjawiska
R Dopplera w o$wietleniu klasycznej teorii tego zjawiska. Poniewaz niektdre -
wyniki doéwiadezalne zmian czestotliwosei przypisywane zjawisku Dopplera
znacznie odbiegaja od obliczen teoretycznych, przedstawiono przypuszczalny
. mechanizm zmian czestotliwo$ci w” warunkach granicznych (bliskich MUF)
odbi¢ od jonosfery. ' -

1. WSTEP

Celem pracy jest ‘wyjaénienie rozbieznosci pogladéw, jakie spotyka
sie w literaturze na temat znaczenia w radiokomunikacji krétkofalowej
zjawiska Dopplera, ktére zachodzi w zwiazku z niestabilnoscig jonosfery.
Cytowane przez réznych autoréw (Dodatek 1) pomiarowe wyniki wahan
czestotliwosci powodowanych przez to ZJaWISkO roéznig sie miedzy soba
o kilka rzedéw wielkosci. Niektérzy autorzy wiaza wystepowanie silnego .
efektu Dopplera z duza zmiennoscia kata przychodzenia fali jonosfe-

. rycznej.

. Wediug badan przeprowadzonych na falach ultrakrotklch (pomze]
150 MHz) w ostatnich latach w rejonach zorzy polarnej stwierdzono, ze
przy odbiciach od kotary zorzowej wystepuja dos¢ znaczne zmiany czesto-
tliwosci, ktéore moga byé przypisane zjawisku Dopplera. Podczas jedne]
z serii préb przy 50 MHz ‘otrzymano zmién’y czestotliwoséci fali nosnej
zawarte w granicach od 0 do 200 Hz [6]. )

2. KLASYCZNA TEORIA ‘ZJAWISKA DOPPLERA
NA TLE WYNIKOW DOSWIADCZALNYCH

Zjawisko Dopplera znane w akustyce i w optyce (przy zjawiskach
astronomicznych) obserwowane jest réwniez przy propagacji fal radiowych
odbijanych od jonosfery. )

~ Zjawisko to polega na tym, ze czestothwosc odbierana rézni sie od na-
dawanej.” Wedlug klasycznej teorii zjawiska Dopplera obserwowana
zmiana czestotliwosci moze wynikaé na skutek:
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1. ruchu Zrodta,
2. ruchu odbiornika,
3. ruchu $rodowiska (w przypadku propagaCJl jonosferycznej fal radio- \
wych — wskutek ruchu warstwy odbijajacej),
4. kombinacji ruchéw wyszczegélnionych w punktach 1. i 3.
-+ Zjawisko Dopplera przy ruchach zwierciadlanej warstwy jonosferycz-

. nej podane zostalo w ujeciu optyki geometrycznej w Dodatku 2. Z dys-
kusji wzoréw przytoczonych w tym Dodatku wynika, ze zjawisko Dop-
plera przy propagacji jonosferycznej moze byé wywolane jedynie przez
sktadowy pionowa szybkosci poruszania sie warstwy odblja]qce] Zmiana

czestotliwosei (wzgledna) wyraza sie woéwczas wzorem ‘
\ P A . ‘ .
- a1 =2% sina , ' (1)
. f c
gdme N

Af — zmiana; czestotliwosei (na skutek zjawiska Dopplera),
f — czestotliwo$¢ emitowana,

u — skladowa pionowa szybkosci unoszenia sie warstwy, -

¢ — szybko$é $wiatla,

a — kat elewacji.

Ze wzoru (1) wynika, ze % jest tym wigksze, im wieksza jest szybkosé
u i kat a.
‘W tablicy 1 podano wymkl obliczen —}i dla katéow elewacji 10° i 30°

na podsta\me wzoru (1) przy obserwowanej, na przyklad w Anglii w okre-
sach matych plam stonecznych, szybkosci unoszenia sie warstwy odbija-
jacej u == 12 m/sek.

Tablica 1
l - 4
' a® u m/sek Tfi 108

10 12, ] 1,4
30 ) 12 |

Z poréwnania powyzszych obliczen z danymi Dodatku 1 wynika, ze

w niektérych przypadkach jest do$é duza zgodno$é teorii z obserwacja.

Rezultaty obliczen réznig sie jednak znacznie od wynikéw opublikowa-

nych przez Béhma w 1929 r. Pewne $§wiatlo rzuca na powyzsze rozbiez-

‘ nosci ta okoliczno$¢, ze ujecie optyki geometrycznej jest stuszne tylko

dop6ty, dopdki czestotliwosé robocza nie stanie sie zbyt bliska granicznej

czestotliwosei jonosfery; w tym momencie optyka geometryczna przestaje
obowigzZywag. .

)
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Sprawa ta wymaga dodatkowych wyjaénien. Wedlug praw optyk1
geometrycznej przy zmniejszaniu sie gestosci jonizacji przejscie od stanu -
odbl]ama sie fali jonosferycznej do stanu nieodbijania sig jej odbywa sie
skokowo. Graniczne odbicie zachodzi wtedy, gdy szybkos¢ grupowa fali
staje sie réwna zeru. Poniewaz jednak iloczyn szybkosci grupowej przez
fazows réwna sie kwadratowi szybkosci §wiatta, to w miare zblizania sie
do czestotliwosci granicznej (MUF), gdy szybkoé¢ grupowa dazy do zera,
szybkoéé fazowa dazy do nieskonczonoscei. Uwzgledniajac jeszcze, ze jono-
sfera jest niejednorodna, nalezy zauwazy¢, ze niejednorodnosci stajg sie
wtedy mate w poréwnaniu z dtugoscig fali w danym miejscu. W' ten spo-
s6b powstaja wlasnie warunki, w ktérych optyka geometryczna przestaje
.cbowigzywaé wobec nastepujacej ogolne;] zasady: metody optyki geome-
trycznej stosujg sie tylko wtedy, gdy koncentracja elektronowa nie ulega.
praktyczme zmianie w. gramcach odleglosc1 porownywalnych z diugoscia
fali. :

w rozpatrywanych warunkach musimy sig zatem uciec do optyki falo-
wej. W zwiazku z tym nizej rozpatrzono mechanizm odbié jonosferycz-
nych w ujeciu optyki falowej i w-oparciu o zdjete doswiadczalnie prze-
biegi po;edynczych impulséw powracajacych na ziemie po odbiciu od
jonosfery.

A\

3. PRZYPUSZCZALNY MECHANIZM ODBIC OD JONOSFERY
W WARUNKACH GRANICZNYCH

Scista interpretacja matematyczna zjawisk zachodzacych w jonosferze
natrafia w ujeciu optyki falowej na bardzo powazne trudnosci, zwtaszcza
w poblizu stanéw granicznych.

'~ Ogoblne zagadnienie rozchodzenia s1e fal ‘elektromagnetycznych w $ro-
dowisku zjonizowanym znaJdu]acym sie w polu magnetycznym ziemi
nie znalazlo dotad Scistego rozwigzania. Jest to spowodowane tym, ze:

1. nie zostaly jeészcze wyprowadzone S$ciste réwnania rozchodzema sie
fal w rozwazanych warunkach,

2. przy rozwigzywaniu réwnan trudno ]est sformutowa¢ w sposob
wlasciwy warunki graniczne.

Tylko w niektérych przypadkach szczegélnych rozkiadu jonizacji i dla
‘niektérych kierunkéw specjalnych lub wobec braku pola magnetycznego

“réwnania mogg by¢ sformutowane i moze by¢ znalezione ich rozwigzanie.

Dlatego sprébowano odtworzyé przyf)uszczalny mechanizm odbi¢ jono-
sferyeznych w- tych warunkach w sposob przyblizony, opierajac si¢ na
pewnych materialach do$wiadczalnych. Jako punkt wyjscia rozpatrzono,
stwierdzone eksperymentalnie, zjawisko rozbicia na szereg ciagéw poje-
dynczego impulsu, odbitego od warstwy jonosferycznej.- '

Przyklad takiego impulsu pokazany jest w Dodatku 3. -
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Mechanizm rozb1]an1a impulsu na c1ag1 mozna ewentualme wytluma-
czy¢ kilkoma sposobami, a mianowicie: - - -

1. rozbicie impulsu nastepuje wskutek rozszczepla]qcego dzialania
pola geomagnetycznego w jonosferze, wytwarzajacego fale zwyczajha
i nadzwyczajna,

2. rozbicie impulsu nastepuje wskutek zmiennosci w 'czasie charakte-
rystyki filtru dolnoprzepustowego, jakim jest jonosfera w poblizu czesto-
tliwosci granicznej (o charakterystyce tego filtru bedzie mowa nizej).

Rozbity na szereg ciagéw impuls moze byé rozpatrzony za pomoca
catki Fouriera. W przypadku dla przejrzysto$ci mocno uproszczonym,
traktujac poszczegélne ciagi jako.odcinki sinusoidy, mozna z latwoscig
otrzyma¢ na tej drodze rozklad spektralny pojedynczego ciggu. Przyklad
takiego rozkladu spektralnego podany jest w Dodatku 4. Jak wynika

z przedstawionego w Dodatkﬁ wykresu dla n=3, wartosci —6%:\3 1,2 od-
w

S
pow1ada Wartosc~82i 3, co stanowi okolo 0,64 wartosci maksymalne;—?—g

Im ciagi fal sg dluzsze, tym pasmo staje sie wezsze. Dla ciagéw zlozonych
na przykiad z n=100 fal amplituda fali odbitej o czestotliwosei réznigce;j

sie o——l——=0,10/o od czestotliwosei emitowanej jest prawie rowna amplitu-
&
n
dzie fali odbitej o czestotliwos$ci emitowanej; dla czestotliwosci emitowa-

nej 20 MHz stanowi to réznice 20 kHz, co jest wartoscig dosé znaczng.

Przy stanach bliskich granicznym jonosfera zachowuje sie selektywnie
jak filtr dolnoprzepustowy w stosunku do promieni powracajacych na
ziemig. Wynika to z falowego ujecia zjawiska odbicia, co znajduje swéj
wyraz w charakterystycznym przebiegu. wspoélezynnika odbicia, ktéry
zobrazowany jest w Dodatku 5. W Dodatku tym, ze wzgledu na trudnosci
matematyczne, przedstawiono wspélczynnik odbicia w funkeji réznicy
’czestot].iwoéci krytycznej i biezacej jedynie dla transmisji prostopadiej
(czestotliwo§¢ Kkrytyczna jést szczegblnym przypadkiem czestotliwosci
granicznej). Analogicznego przebiegu wspoélczynnika odbicia nalezy spo-
dziewat. sie dla transmisji ukoénej. .

W ujeciu optyki geometrycznej mielibySmy prostokatny przebieg
wspolczynnika odbicia R, co nie odpowiada rzeczywistosei.

Ze wzgledu na ustawicznie zmieniajace sie wlasciwosei filtru jonosfe-
rycznego i zwigzane z tym stany przejéciowe, rozkltad spektralny impul- -
's6w powracajacych na ziemie ulega réznym zmianom, zwlaszeza przy kil-
kakrotnym odbiciu od jonosfery. .

Jak z tego wymka szerokie widma wystepuja tylko w. warunkach gra-
nicznych, ktére w praktyce spotyka si¢ oczywiscie znacznie rzadziej niz
przecietne. Dla doswiadczalnego potwierdzenia tego faktu przeprowadzono

.
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szereg obserwacji na.radiostacji Instytutu kacznosci oraz na radiostacji
odbiorczej Ministerstwa ¥gcznosci w Grodzisku.

"W Instytucie Lacznosci badania przeprowadzono Za pomoca nasluchOW‘
(z filtrem) i przy uzyciu oscyloskopu. Na .radiostacji odbiorczej w.Gro-
dzisku préby dokonane byly réwniez metods nastuchéw, a oprécz tego
przez obserwacje regulowanej automatycznie heterodyny, podazajacej za
czestotliwoscia odbieranego sygnatu. '

- Nalezy zauwazy¢, ze opisany mechanizm znacznej zmiany czestotli-
wosci wyjasnia zwigzek zachodzqcy mledzy nim a duza zmiennoscig przy-
chodzenia fal jonosferycznych.

Reasumujac powyzsze rozwazania mozemy stwierdzi¢, ze przy doko-
nywaniu pomiarbw na podstawie odbioru czestotliwos$ci wzorcowych od-
leglych radiostacji krotkofalowych nalezy unika¢ zblizania sie¢ do stanow
granidznych jonosfery. ‘

Instytut Eqcznosci
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Dodatek 1
Dane z literatury pdnoénie zjawiska Dopplera
. Czesto- ||4f
Zxodio | Data | .T;fsa .| tliwos¢ ||==+10° Uwagi-
obserwacji |i jej diugos¢|. Me/s f
Bshm | 1929 r. Niemcy-
(3l Bu'enos Z obserwacji fototelegrafii
' Aires, ,
ok. 12000 km 20 100000
Both - 1934 r. Anglia- Dane z obserwacji wzorca
i Gregory Ameryka czestotliwo$ci, dokladnosé
[2] Poéinocna, wzorca '
ok. 5050 km 5 20 af
— - I08=+5.
f
Grudzien Anglia- A . Dokladnos¢ wzorca w ciggu
1946 r. Ameryka Srednio paru dni '
Godz.9—9.15] Péinocna, 10 4,7 Af o 4 ki
' | Godz.20.42 | ok. 5050 km 107 7 10°= 4 kitka.
Godz. 9.45 ' 63" | Zmiany czesfotliwosci naj-
7 wieksze o wschodzie i za-
chodzie stonca.
Przy zachodzie stonca cze-
stotliwosc¢ ma]ejg, przy
wschodzie roénie.
28.4.1947— Anglia- Zmiany czestotliwosci wigk-
—2.5.1947r.| Ameryka ; 10 d sze dla nizszej czestotliwosci.
. | / o 20 . :
Godz. 20—8 | Péinocna;
ok.5050km | 15 10 \
Griffiths| Listopad | Anglia- Dokladnosé czestotliwosei
[4] - 1943 r. Ameryka 2—17 stacji nadawczej
Godz. 1. | Pdlnocna, 15 $rednio 3 aAf iy
Grudzied |ok. 5050 km _ 5 10=2
~ 1945 1. 15 3,3
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Dodatek 2

Zjawisko Dopplera przy ruchach zwierciadlanej warstwy jonosferycznej
. w ujeciu optyki geometrycznej

" Ogélny wzér Dopplera

c+vy—; o W zalozeniu vo=0
. _ B .
ct+vy=— v,

* gdzie: :

f; — czestotliwo§¢ odbierana przez'
stuchacza s

_ f, — czestotliwo$¢ wysylana przez

T~ zrodlo z
¢ — predkoéé rozchodzenia sig fal
w Srodowisku :

. v, — rzut predkoSei srodowiska na

kierunek: zs

v, — rzut predkosci stuchacza  na . £ ;
. kierunek 2s ‘ » fee _c-ucosy, £ fie 1+§ cosy,
v, — rzut predkosci Zrédla na Kkie- Lrucosy, i T Tcrutesy, ol ¥ T "l casy,
runek zs :
, -
Dla u<Kc
fo

u U U
——%(1—{-——cosyl)(1+ —cosyz) ~ 14— (cosy1+ cosyz)
I -, c c c s

Przypadki szczegllne

u
y1=y2=90°~—a £=1+2—sina
1. f [4
: o
a) przy a—0; 7—»1
b) przy a - 90% E—>1+2—£; —f—>2ﬁ
‘ f c f c
2.
=a f w
& 5 —0—~1+~—(cosa—003a)=1
Y. =180°—a ) f oc

Wg‘ Manczarskiego [5].
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Dodatek.3

Zjawisko rozbicia na ‘szereg ciagoéw pojedynczego impulsu
odbitego od warstwy F,

a. Rozbity i rozszerzony sygnal fali -
zwyczajnej; najwiekszy z ciagéw zaj-
muje szeroko$¢ ok..100 km (400—300
km), inne mniejsze ciggi maja szero-
ko$é podobnego rzedu.

b. Rozbity i rozszerzony sygnatl fali
Zwyczajnej, zajmujacy szeroko$é ok.
220 km (550—330 km); cigg po. lewej
stronie odnosi sie do fali nadzwy-
czajnej.

c. Zespdl ciagéw fali zwyczajnej i nad- .
zwyczajnej, zajmujgcy lgcznie szero--
ko$¢ ok. 300 km (500 —200 km).

Wedlug zdjeé fotograficznych, podanych przez Alperta
w ksigice “Rasprostranienije radiowotn”, 1953 [1].

-~ ]
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: . o Dodatek 4
Rozklad spektralny odcinka sipusoidy
. Swo ; _ 1 ' w17 -
. § 222 gdzie S——jo—[m?-sm (nﬂ—@;)]
.\ .
‘ N\ =3

omr ,
2 .
\ t

S 1 e N
0 [ 2 ) 3 )
' S — modul gestosci spektralnej, * ' T
o — pulsacja dowolnej skladowej w pasmie,
‘wy— pulsacja czestotliwosci emitowanej,
n — ilo§¢ fal sinusoidy.
* 5% g najbiizej max. dla ‘1 A -
2 @, n
i Dodatek 5

Obliczony wspélezynnik odbicia od warstwy F w ujéciu optyki falowej

Y

R-{dla v=0i v=5-10%)
R-2:1074(dla v=5-103)

10 . _ r v=0 /

. = ‘ // \
" / | pd
/ ,/ B

/ : 50 ‘ :

04 / ' / f . v=5-107
/ P

~

02
: .

1\

Af=(t-T)c/s
=200 —100 g 100 200 300 <400 3500 600 700 3800

R — wspbélezynnik odbicia, )
v — 1l0§¢ zderzen na sekunde elektronéw z molekulami,
fo - — czestotliwoéé¢ krytyczna,
f — czestotliwo$é fali.
Obliczenia odpowiadajg zalozeniom: i

a) paraboliczny rozklad gestoSci jonizacji w warstwie,

b) polowiczna grubo$¢ warstwy 2z, =120 km,

¢) fo =10 Mc/s. - '

Wg Ginzburga, ”Rasprostranienije radiowoln”, 1953 [1], [TL

( .
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C. BOPOBCKH, C. 9CHMHbLCKH, C. MAHYAFCKH

ABJIEHUE IOIILJIEPA B MOHOCPEPHOM PACHPOCTPAHEHI/II/I
PAIMOBOJH

N

PeszwowMme

Ilenpio HacTOAIECH PaboThl SABJAETCA M3IBACHEHUE RCTPEYAEMBIX B JuTepaTrype
BO33pEHiII HA TEMy NPOMCXOLALLETO, B CBASM C HECTAOMIIBHOCTIO MOHOCKEPSHI, fABJE-
Hua Jonmnepa M €ro 3HA4YEHMA B KOPOTKOBOJHOBOM PpaaMocBA3M. LIMTMPOBaHHBIE
pa3HbLIMM aBTOPaMM Pe3yIbTaThl M3MEPEeHMi KoJjieGaHuA JacTOThl, BbI3BIBAEMOIO STUM
aBjeHmneM (IpuioxKeHMe 1), OTAUYAIOTCA APYL OT APYra Ha HECKOJBKO IIOPSAKOB.

HexkoTropbie aB"'ropr BMAAT NPUYMHBI BOIHMKAHMA CUJIBHOTO aABJeHuA Jonrepa
B GOJIBILON M3MEHYMBOCTM yIJjia NPUXOAA MOHOCKEPHO! BOJIHBL :

Ilognax COAEPIKMUT KAaK MaTEeMATHHECKMIL aHanu3 npoGyemMbl (npvmomerme 2), Tak
} pe3yAbTaThl M3MepeHMir u Habmogeumit. MartemaTndeckas copmyna kosebamuii
4aCTOTHI BCJIEACTBME IOABUMKHOCTM MOHOC(EPD! (NPHIOKEHMe 2), BBbIBEJAEHHAA Ha
OCHOBaX TEOMETPUYECKONM ONTUKMK, AAET, KaK, 3T0 CJHEAYEeT M3 BbIYMCJIEHMI, He3Ha-
YUTEJNBHbIE U3MEHMS YaCTOTBbL. JTO, OJAHAKO, NIPaBMJbHO TOJBKO 10 MOMEHTA, KOTAA
pafouasd YacTOTa HE CTAHET CJAMIUKOM OJIM3KOi K nf)enenbnov”x yactore moHocdepbl
MITY. B 35TOT MOMEHT IPEKpPallaeTcAd NPKMEHEHMEe TIeOMETPMUYECKOM ONTUKU. Hpn’
cocToABMAX GAM3KUX K Ipe/eNbHOMY M36UpaTesbHOEe MOBEEHVEe MOHOCKEPhI MOK0GHO
OUIABTPY HIDKHUX YaCTOT TO OTHONIEHMIO K BOZBPAILAOLMMCA HA 3€MJIO Jydawm,
npu4uéM CBOJICTBa 3TOro (MUIABTPA IIOCTOAHHO M3MeHAITCA. B cJeACTBME BO3HU-
KalMX TakKMM o00pa30M IMePEeXOJHbIX COCTOAHMI BO3BPAIIAIOUIMICA Ha 3€MJIO,
OTHeNBbHBI MMIYJbC TIOABEPraeTcA PACIICMJIEHMI0 HA ITOCIEIORATENbHbIE KOPOTKME
rpynns! (mpmiomenue 3). Eeam 3areM 9Ty IPynObl PaccMaTpUBATL IIPM  IIOMOLLM
uHTerpana @ypse (DpuaoxkeHue 4), TO IOJYUYAeTCHa JOBOJBHO HIMPOKMI CIEKTP YacToT,
IPUOIU3UTENILHO COOTBETCTBYIOHMI NAHHBIM HEKOTOPBIX aBTOPOR.

PacnpezaeneHne 49acTOT B CIIEKTPE BO3BPALAIOLIEroCs Ha 3eMJII0 CUTHANA MOMKET
ChITH Pa3INYHO (IPUJL. 4, 5). VA3 3TOrO CleAyeT, YTO IIMPOKNEe CHEKTPhI BLICTYIIAIOT TOJMb-
KO B IIPEJEJIBHBIX YCIOBHMSAX, KOTOPbIe HA MPAKTMKE BCTPEYAIOTCHA OYEBMUAHO TOPa3Jo
pexe uem cpegHme. A ONBITHOTO MOATBEPIKACHMA 9TOro (hakTa ObLI MCIIONHEH PAL
Habmopesauit pagMocTagiuen I/IHc'i‘MTyTa CpA3M, a Takxe NPUSMHON craHimerr Mu-
Hucreperea Cesasu B I'ponsucke. ClefyeT 3aMeTUTDb, YTO ONMCAHHBI MEXaHWU3M CHUJIb-
HOrO ABNeHMUA JlONIIIEpa XOPOIIO M3IBACHAET CBA3b: MEXAY ITMM HABJICHMEM M 3HA-
YNTENBbHOM M3MEHUYMBOCTLIO YIJIa MPMXO0Aa MOHOCQEPHBIX BOJIH.

BoITekamommit U3 HaCToAIIe paboThl n‘pax’rvx‘éecxmﬁ BBIBOJ TOT, HUTO IIPM MCIIOJN-

" HeHMM M3MEDPeHNil Ha OCHOBAHMYM HOPMAJLHBLIX YACTOT OTJAJIEHHBIX KOPOTKOBOJIHOBBIX
CTaHIMit — caepyer u3berars npubayKeHus K npeAeabHBIM COCTOAHMAM MOHOCKHEDEL .

S. BOROWSKI S. JASINSKI, S. MANCZARSKI

DOPPLER Ei';‘FECT IN IONOSPHERIC PROPAGATION

Surhmary

The object of thls paper is to explam the difference in views found in the lite-
rature on the 1mportance of the Doppler effect in short-wave communications, this
effect arising from the variations of the ionosphere. Measurements of frequency vara-
‘tions due to Doppler effect, given by various authors, vary widely, even to the extent
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of several orders (Appendix 1). Some authors associate the appearance of a strong
Doppler effect with the great variability of the angle of incidence of the waves on
the ionosphere.

' This paper contains a mathematical analysis of the general problem (Appendix 2)
as well as an analysis of the measurements and observations of the effect. A formula
expressing the variation of frequency caused by the motion of the ionosphere
(Appendix 2) has been derived -on the basis of geometrical optics. Calculations made,
using this formula give a small change of frequency. The formula can be used as
long as the operating frequency is not too close to the ionospheric MUF fre-
quency. In this case geometrical optics is no longer applicable. Near this limit the
ionosphere behaves like a selective low-pass filter for the waves returning to the
earth, whereby the parameters of this filter are constantly changing. As a result of
the changes arising in this manner, a single impulse returning to the earth is broken
up into a series of short wave trains (Appendix 3). If these wave trains are studied
with the aid of the Fourier integral (Appendix 4), we obtain a wide frequency spec-

- trum, which more or less is in agreement with the data obtained by some ,authors.
The spectral frequency distribution for the signal returning to the earth can vary
widely (Appendix 4 and 5). . _ '

Analysis shows that the wide spectra appear only in the limiting conditions,
which certainly occur considerably less often than the average ones. To confirm
this fact experimentally, a series of observations. were made at Warsaw and Gro-
dzisk (Poland). It should be noted that the treatment presented by the authors pro-
vides a good explication of the correlation between the Doppler effect and the great
variability of the angle of arrival of ionospheric waves.

As a practical conclusion resuits, it may be noted, that in carrying out mesur-

" ements based on the. reception of standard irequencies ‘from distant short-wave ra-
diostations, an approach to the limiting conditions should be avoided.
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ARCHIWUM ELEKTROTECHNIKI +~ TOM V — ZESZYT 2 — 1956

621.3.094.3:621.396.82

R. KULIKOWSKI, A. RYBARSKI

Kryterium znieksztalceﬁ kwadratowych
przy ograniczonej mocy zaklocen

Rekopis dostarczono 31. 10. 1955

Wyznaczono optymalne charakterystyki uktadu liniowego zapewniajgce
przeniesienie sygnalu o zadanym ksztalcie z minimalnymi znieksztalceniami
kwadratowymi przy zalozeniu, ze $rednia moc zaklécen jest ograniczona.
Wyznaczono sygnaly pozyteczne i zakldcajace, ktére sg najbardziej nieko-
rzystne z punktu widzenia pracy ukladu. Rozpatrzono réwniez sygnaly modu-
lowane i charakterystyki ukladéw selektywnych. '

) LI
1. WSTEP

W teorii odbioru sygnaléw elektrycznych duzo uwagi poswieca sie
tzw. filtrom liniowym, ktérych zadaniem jest wydzielanie sygnatu po-
* zZytecznego sposréd zaklocen. Dla okreslenia i poréwnania zdolnosci fil-
trujacych filtréw odbiorczych liniowych stosuje sie réznorodne kryteria.
Wybér kryterium uzaleznia sie zwykle od konkretnych warunkéw eks-
ploatacyjnych, w jakich pracuje urzadzenie odbiorcze. .
Jednym z najbardziej rozpowszechnionych kryteriéw jest stosunek
maksymalnej mocy sygnalu do mocy zaklécen (lub stosunek amplitudy
sygnatu do.skutecznej amplitudy zaki6een) [1].
Oznaczajac przez S(iw) widmo sygnalu, a przez Z(iw) widmo zaklocen
kryterium powyzsze mozemy wyrazié jako :

'

| f S(iw)K(iw) e Tdo |®

zf(z):- +00 .o ’ 1

« [|ZGiw)K(iw) | dw

gdzie K(iw) jest funkcjg przenoszenia ukladu, T zas symbolizuje moment
' \ezasu, dla ktérego amplituda sygnatu osiaga -wartos¢.maksymalna. '

Korzystajac z nieréwnosci Cduchy-Buniakowskiego mozna wykazaé,
ze stosunek powyzszy osiaga maksymalng wartos¢ dla filtru .o funkcji
przenoszenia.

N
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S*(zw) e—iaT
| Z(iw) |2
gdzie S(iw) oznacza funkC]Q zespolono-sprzezona z S(iw).

Kryterium powyzsze okazuje sie szczegdlnie wygodne w przypadku,
gdy sygnal S sklada sie z szeregu identycznych impulséw przedzielonych .
znacznymi (w poréwnaniu z szeroko$cig impulsu) odcinkami czasu (jak
to ma miejsce na przyklad w radiolokacji). W przypadku tym mozna rze-
czywisty sygnat zastgpi¢' pojedynczym impulsem, czyli inaczej moéwiac,
okres powtarzania impulséw rozciaga sie do nieskonczonosci. :

‘Nalezy podkreslié, ze kryterium stosunku sygnatu do zakl6cen nadaje
sie szczegblnie do ukladéw, w ktérych zalezy gléwnie na wykryciu sygna-
16w (badz momentéw ich pojawienia sie), natomiast nie zalezy na doklad-
nym odtworzeniu ksztaltéw sygnatu. W tych urzgdzeniach, gdzie wazne
jest mozliwie dokladne odtworzenie ksztaltu sygnatu, szerokie rozpo-
wszechnienie uzyskalo kryterium oparte na tzw. bledzie srednlokwadra-
towym [5]:

K(i) = : | @

f=tim - f [s(t) wore, G

u(t) = J e(t—7) k() dz,
- S
e(t)=s(t)+2(t) — jest sygnalem na wejéciu ukladu,
s(t) — sygnalem pozytecznym, .’
z(t) — sygnalem zakl6cenia,
k(t) — funkCJa przejéciows, ktoéra ]est reakCJa ukladu na
sygnal impulsowy 6(t).
Je$li zalozymy, ze sygnal i zaklécenia opisujg sie funkcjami stocha-
stycznymi stacjonarnymi (w szerokim sensie), to okazuje sig, ze wyzna-
czenie optymalnej funkeji przejsciowej k(t) sprowadza sie do rozw1azan1a

réwnania catkowego typu Wienera-Hopfa
®

Res(t)— f k(x) Relt—7) dr=0, | )

+T

Res =Il‘1)[g 515 s(t—1) [s(7) + 2(7)] d‘l‘ ,
=r
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+T
. 1
Re=1lim — | e(t—7)e(r)dr
T-c0 2T .
. Yr -

s tak zwanymi funkcjami korelacyjnymi sygnatu s(t) i 2(t).

Wynika stad, ze w zagadnieniu filtracji, opartym na kryterium (3),
wystarczy znaé funkcje korelacyjne sygnatu i zaklécen. Z geometrycz-
nego punktu widzenia zagadnienie sprowadza sie do przyblizenia funkeji
s(t) i u(t) w Hilbertowskiej przestrzeni funkcyjnej, ktérej wlasnosci okre-
$la iloczyn skalarny wektoréw s(t) i u(t), 1loczyn ten pokrywa sie nato-
miast z funkcja korelacyjna.

W kryteriach (1) i.(3) operuje sie badz stosunkiem mocy, badz Znie-
ksztalceniami sygnalu. Kryteria te nie uwzgledniaja wiec wszystkich
czynnikéw interesujacych w praktyce. Na przyklad nie' uwzgledniajg one

' wzajemnego stosunku miedzy moca (lub energia) sygnatu i zaklécen na
wyjsciu ukladu odbiorczego, a znieksztalceniami sygnalu.

Dlatego tez wydaje sie celowe zbadanie kryteriéw opartych z jednej
strony na znieksztalceniu sygnatu, z drugiej — operu]qcych mocg (lub
energla) sygnatu oraz zaklocen.

W .niniejszej pracy ograniczamy sie do rozpatrzema kryteriow, w kto-
rych dla oceny znieksztalcen wykorzystuje sie btad kwadratowy przy

- ograniczonej mocy (lub energii) zakldcen na wyjsciu uktadu.

A

2. KRYTERIUM ZNIEKSZTALCEN KWADRATOWYCH
PRZY OGRANICZONEJ MOCY ZAKLOCEN

Gdy sygnat e(t) dziata na uklad liniowy o funkecji przerc1a h(t) wyra-
zajacej reakcje uktadu na skok Jednostkowy

(1dlat>0,

1w=1!"
© | 0dlat<o,

woéwezas na wyjsciu ukladu ukaze sie sygnal

o0

u(t) = ife(t—-c)h('c)'dz'..-
dt

0

W rozmaitych zagadnieniach wymaga sie, aby sygnal wyjsciowy z mi-
nimalnym znieksztalceniem odtwarzal przebieg x(t). Na przyklad przy
prOJektowamu ukladow przekazujacych i wzmacniajgcych mamy zalez-
noéé ; .
:x:(t) =const - e(t—t,)
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gdzie t, jest zadanym czasem op6znienia sygnalu w ukladzie. Jako kry-
terium stuzace do oceny znieksztalcenh rozwazymy wyrazenie

1= f [c(®)—u(®Pdt. (6)
0

Oproécz sygnatow pozytecznych na uklad dzialaja czesto sygnatly zaklo-
cajace, ktérych efekt dzialania powinien by¢ dostatecznie wygaszony.:

Efekt dzialania zaklécen mozna oceniaé réznie. Tu ograniczymy sie -
do rozpatrzenia Sredniej mocy szuméw oraz energii zaklécen na wyjsciu
ukladu.

Jesli na przyklad gesto$¢ .widmowa mocy szumoéw wejsciowych moze
byé uwazana w przedziale czestotliwo$ci objetych charakterystyka filtru
za warto$é stalg u, to Srednia moc szumoéw wyjsciowych wyniesie

P P .
£ f | K(io) [Pdo .
A o

Mozna wykazaé, ze dla wszystkich zaki6cen z ograniczong powierzch-
nig s, energia zaklécen wyjsciowych nie przekracza warto$ci okreslonej
powyZszym wzorem. Celowo$é operowania powierzchnig zaklécen zwia-
zana jest z tym, ze przy dzialaniu na uklad liniowy krétkich - impulséw
z(t), reakcja jego prawie zupehie nie zalezy od ksztaltu sygnalu lecz je-

dynie od jego powierzchni. .
Wyznaczymy teraz sposrod wszystklch sygnatow zaklocajacych o ogra-
niczonej ‘powierzchni

+00
f]z(t)!dt=,u, - (7)

. takie, ktérym odpowiada maksymalna energia zakliécen na wyjsciu ukladu

E=1 f | Z(iw)K (iw) [do . ' (8)
2% )

+oo ' +00
Z(w)) = fz(t)é—iwtdt , K(’I.(U) — f k(t)e—iwtdt .
Wykazemy, ze sg to sygnaly o stalej gestosci widmowej. Dowo6d opiera sig
na nieré6wnosci

iZ(zw)l f;z(t)] |e‘i""ldt—f|z(t)ldt U,

— 00
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skad dla energii zakl6cen otrzymujemy oszacowanie

N 400 2 400 | N
E=L (12K Pdo <™ (| (o) |2dew=const.
2% 2n ) :
Wobec tego najwigksza warto$¢ energii E jest osiagana dla sygnaléw, przy
ktorych obie nieréwnosci przechodzg.w réwnosé, skad otrzymujemy

[ Z(iw) |=p

Sygnalem takiego typu jest na przyktad kombinacja liniowa impulséw
2(t)=Dexd(t—t), . DCk=H, .
k ’ lk .

poprzesuwanych w fazie.
-Dla okreslonych powyzej najniekorzystniejszych zaklocen energia na
wyjsciu wyrazi sie wzorem

+o00 ’
E=g—:A[]K(iw)|2dw.‘ . @

Obecnie sformulujemy $cisle rozpatrywany problem.
Niech bedzie zadany sygnal wejSciowy e(t). Nalezy znalezé uklad
odtwarzajacy z minimalnym odksztalceniem (6) zadany przebieg x(t), przy
* czym energia zaklécen na wyjéciu nie moze przekraczaé zadanej wartosci
 E. Jezeli zauwazymy, ze z pomocg zwiazku h'(t)=Kk(t) wiazacego wprowa-
dzone funkcje przejécia, na mocy réwnosci Plancherera mozemy zapisaé
energug zaklocen wzorem ‘ - :

E— fh'a(t)dt, ' , (10)
0 . L

to zadanie nasze, z punktu widzenia matematycznego, jest zadaniem z ra-
chunku wariacyjnego na minimum funkCJonalu (6) przy izoperymetrycz-
nym warunku*ubocznym (10).: :

Przy podobnym podejsciu do zagadnienia mozna wyznaczyé opty-
malng charakterystyke ukladu poddanego .dzialaniu sygnalu niesto-
chastyczneco o zadanym ksztalcie. Je$li za$ sygnal dzialajacy na uklad
sklada sie ze skladoweg stochastycznej stacjonarnej es, niestochastycznej en
i zaklocen stochastycznych stacjonarnych z;, to mozna wykazaé [6], ze
$rednia reakcja ukladu nie zalezy od skladowych stochastycznych, lecz
okreéla sie skladows niestochastyczng e,. Mozna wiec znalez¢ minimum
bledu kwadratowego (6) I dla przebiegéw niestochastycznych przy zato- .

zonej wielkoSci bledu $redniokwadratowego (3) I=const’ (w ktorym,
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uwzglednia si¢ skladowe stacjonarne) oraz przy zalozonej $redniej mocy
zaklécen E=const (lub tez minimum b przy I=const, E=const).

Nieco inng metode podano w pracy [6], gdzie sktadowa niestocha-
styczng rozwija sie w szereg w przedziale [0, T]

en(t—7)=en(t)—e (T+ ....

i otrzymuje sie odpowiednio

n .
un(t)=Zpueeic’ (1),
- gdzie
T
. , me= [ TK(z)dw, k=0,1,2,....n.
0 :

Przyréwnujac nastepnie un(t) do zadanej funkcji czasu otrzymuje sie
warunki na p,. Wyznaczenie optymalnej funkcji przejSciowej k(t) spro-
wadza sie tu do znalezienia minimalnej wartosci funkcjonatu I przy wa-
runkach dodatkowych natozonych na . Nie trudno zauwazyé¢, ze metoda
powyzsza komplikuje si¢ w przypadku bardziej zlozonych sygnaléw (na
przyktad sygnaléw, ktére nie moga by¢ przedstawione wielo;nianein alge-
braicznym dostatecznie niskiego rzedu).

Poniewaz zagadnienia zwigzane z okre§leniem optymalnych charakte-
rystyk ukiadu przy sygnatach stochdstycznych i stacjonarnych sa wyczer-
pujaco oméwione w literaturze, zajmiemy si¢ ponizej. gtéwnie wyznacze-
niem charakterystyk ukladéw poddanych dziataniu sygnaléw niestacjo-
narnych o zadanym ksztalcie.

2.1. ROWNANIE CHARAKTERYSTYK OPTYMALNYCH -

Zgodnie z metodg mnoznikéw Lagrange’a réwnanie na funkcje h(t)

znajdziemy przyréwnujac do zera wariacje funkcjonalu pomocniczego
W=I+1E, - (11)

w ktérym 2 oznacza mnoznik Lagrange’a.

Jesli 5(t) bedzie dowolng funkcja znikajaca poza skonczonym przedzia-
Jem i réwna zeru dla t=0, wtedy warunek ekstremum funkcjonatu (11)
mozemy napisaé jako

aw={iW[h+an} —0. (12)
de ) .

e=(

W dalszym ciagu obliczymy éW. Mamy
. 1dW_1dI, 4 dE

2 de 2 de 2 de

Sanitized Copy Approved for Release 2010/04/07 : CIA-RDP80T00246A033700080001-9



Sanitized Copy Approved for Release 2010/04/07 : CIA-RDP80T00246A033700080001-9

Tom V — 1956 Kryterium znieksztalcen kwadratowych 385

Ze wzoréw (6) i (10) po przeksztatceniach otrzymamy

Ldr_ f din(t) [ d,e(r~ 1) [x(x) —u(7)],
2 de J '
0 0 I . .
1 dE_ Co
o [h (e)m(t) dt,
. v/ 0 '
a. nastepnie
% W= — fn(i)d_t { AR+ fd,é(r~t) [x(f)—u(f)]]-
. 0 0

Obecnie z warunku ekstremum (12) kaorzystu;ac dowolnosé¢ funkeji 7(t)
otrzymuJemy réwnanie '

T ‘ _Zh"(t)+.fd,e('cft) [x(r)—U(T)IZO- 1)

Réwnanie to musi spelnia¢’ opt Jmalna charakterystyka-h(t). Przepiszemy
e meco 1nacze], przyjmujac dla skrétu

b(t)= f de(_a)e(a+t); c(t)= f de(o)2(@+t). (14).
Wtedy 0 ' '
. [ dielr—t)u(x) = [ deh'(r)b(e—7)
0 0 '
i réwnanie (13) mozemy przei_oisaé w postaci
—Ah"(t)+ f bt—7)k(r)dr=c{t). (15).

Obecnie udowodnimy, zé dla 1>>0 rozwigzanie réwnania’ (15) realizuje
minimum funkcjonatu (11). W istocie, obhczaJac druga wariacje oW
ze wzoru '

dz
EW = {d W[h+sn]} ,

e=0

S W = f(d )dt-i—lf 2dt

‘znajdujemy
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gdzie
/ = g—fe(t—t) [h(7)+-en(7)] dr .
dt ' :
0

Poniewaz A<<0, wiec &W >0, jak wiadomo, jest wystarczajgcym wa-
runkiem minimum. -

2.2. JEDNOZNACZNOSC ROZWIAZANIA ROWNANIA (15)

Gdy k(t)=PR/(t), Wtedy zamiast (15) mozemy naplsac
flk'(t) + f b(t—(r) () de=c(t). - (16)
Rownania (15) i (16) mozna sprowadzm do réwnan czysto calkowych Wy-

korzystujac réwnosci

k'(t)= f@'(t—r) k(r)“clr—k(O) 4(t) , s
: .

R'(t)= ‘foa"(t —7)'h(r) dr —k(0) (1) .
0 .

Oznaczaj‘ac ’ ' ’ .
LO=—0@®)+bt), Lt=—"0)+b@),

- zamiast (15) i (16) otrzymamy réwnania

, fw 1,(t—7) k(z) dr:c(i)—zk(o) a(i), . (153)

fIz(t 7) h(r)dr+[b(+0) b( 0)]h(t) c(t) Ak(0) 6(t) . (16a)

Roéwnania te sg odpow1edn1o typu Focka i Wienera-Hopfa [3], [4]. W pra-

cach tych autorow qformulowane sg zatozenia, przy ktérych réwnania takie
przy zadanej prawej stroni¢ maja jedno i'tylko jedno rozwigzanie.

Prawe strony rownan (15) i (16) zawieraja n1ew1adoma wielkos¢ k(O) .

a wiec twierdzen tych nie mozemy stosowac bezposredmo Trzeba jednak

- zauwazy¢, ze z uwagi na warunek 1zoperymetryczny (10) interesuja nas

jedynie rozwigzania, dla ktérych f k2dt <'+ Q.. Otéz mozna_wykazaé, ze

zbieznosé tej catki (i calk1 f kdt) Jednoznaczme wyznacza k(0).. Wobec

tego mozemy stwierdzié; ze nasze réwnania maja co najwyzej jedno roz-
wigzanie w interesujgcej nas klasie funkeji (mozna wykazaé, ze wynika

: ’ _ /
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to réwniez z réwnania (12), bez powolywania sie na teorie Wienera-
Hopfa). ' :
2.3. UKLADY PRZEKAZUJACE
Zajmiemy sie teraz przypadkiem, gdy x(t)=e(t—ty)), to jest gdy
sygnal, ktéry.z minimathym znieksztalceniem ma by¢ odtworzony na
wyjsciu, jest sygnalem pierwotnym, opéznionym o t,. Jak to wynika ze
.wzoru (14), mamy wtedy c(t)=b(t—t,), a réwnanie (16) przyjmie postaé

—AK()+ fb(t—‘r) k(z)dr=b(t—t,) . (17)
0

Rozwigzanie tego réwnania, speliajace warunek f k?dt <+ oo, jest funkcjg -
! 0 N
parametru t,. Zamiast (17) mozemy wiec napisaé ~
—A -8—8~t k(t,ty)+ f b(t—1)k(z, to)dr=b(t—t,). . (18)
. . : 0 ) .
Niech ko(t)=k(t,0). Zatem ky(t) jest optymalng charakterystyka, odpo-
wiadajacg czasowi op6znienia 0. Wykaiemy,v ze charakterystyki k(t,¢t,)
i ko(t) zwigzane sg réwnaniem

> 2 ‘ . v
at oty .
Dla dowodu napiszmy réwnanie (18) raz dla to=t,, drugi raz dla t,=t, ;
pierwsze z tych réwnan pomnézmy przez k(t, t,), drugie za$ przez k(t,t,),
a nastepnie dodajmy i scatkujmy po t od zera do nieskoniczonosci. Otrzy-
mamy :

. 2k(0,t,)k(0,t2)+%f}pdtdr{b(t—_r)—kb(r-t)}{k(T,tl)k(t,tz)—I-k(t,tQ)k(r,tJ)}=

| ,=fb"(t—tl) ke(t, to)dt+ ﬁ;(t—tz) k(t, t) dt.
. 0 Y .

Nastepnie wykorzystamy wynikéjacq z (14) réwnosé 1
‘ *b(t) + b(—t) = e?(+ 00) =%
oraz fakt, ze, jak mozna udowodnié, mamy

Ve

: fk(t,to)dt=1' dla ex#0.
0 N -y . .

1 Przy oczywistym*;aloiem’u e(t)=0, dlé;t<-(5.
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Wtedy ptrzymarﬁy

lk(O,tl)k(0,t2)+e§°fk_(t,t1)dtfk(t,.tz)dtz

=e§ofk(t,t2)dt—fb(t_l—t)'k(t,t dt+e2fk t,tgdt— fb — 1)k (t,t,)dt.
0 0

Calki z prawej strony mozna wyrugowa¢ za pomocg (18), przy czym skroca
sie wyrazy zawierajace e’ . Dzielac przez- A otrzymujemy

ket t)+ Sk (f, £) (0, £) K (0, 1) =0 (20)
» at, otq
Mozna udowodnié (przy dodatkowych zalozeniach o zachowaniu sie k(t)
w nieskonczonosci), ze k(t,t,) jest symetryczna funkcja swoich argu-
- mentow
k(t,ta)=k(t,,1). Co@n
Ze zwigzkow (20) i (21) wynika (19). :
Réwnanie (19) pozwala wyznaczyé k(t,t,), o ile znamy k, (t) . Aby to
wykazaé, podda]emy (19) transformacji Laplace’a wzgledem t i t,, ozna-
. czajgc zmienng operatorowg odpowiadajaca t przez p, a zmienng opera-
torowg odpowiadajaca t, — przez gq. Oznacza]ac dalej

Loy, {Klt, )} =K(p,q) Bz{ko(t)}—Ko(p) Ly, {ko(t)} =K o(q)
w ten sposéb z (19) otrzymamy réwWnosé
K, (p)+Ko(q) —Ko(p)-K (Q)
p+q

Przez wziecie transformatory odwrotnej wzgledem g, dostajemy stad, jesli
oznaczymy K(p,t,)=L{k(t,t)}, réwnanie

Kp,9)=

< . - t, .
K(p,t)=K,(p)ePs+[1—Ko(p)le?t[ky(merdr. (22)
0
Réwnanie (22) pozwala znalezé-k(t,t,) jesli znamy k(t,0)=k,(t).

2.4. CHARAKTERYSTYKI BEZ OPOZNIENIA

Zajmiemy sie réwnaniem (18) dla zero'wegb czasu opdznienia t,=0.
Wtedy ‘ ‘

— K (t)—%—fb(t—r)ko(t)dr:b(t).‘ | (23)

Jak juz pokazano réwnanie to mozna sprowadzm do réwnania typu
Wienera-Hopfa, dla ktérego podane sa ogolne wzory na rozwigzanie. Tutaj
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1

pokazemy, ze gdy transformata Laplace a funkC]l b(t), B(p) jest funkcja
wymierna, to 1stn1eJe rozwigzanie o postam

ko<t)=‘ZAiem czyli Ko (p) = Z . (24)
. —

[ o]

Powinnis$my mieé f kidt<oo. Wynika sta,d ze liczby a; musza mieé

ujemne czesci rzeczyw1ste Wyznaczymy liczby o; i A;. Podstawiajac (24)
.«do réwnania (23) i transformujac otrzymana réwnos$é wedlug Laplace’s,
po uporzadkowaniu otrzymamy rownanle

g’ A [—za1+3<p)+v,1 B(p), (25)
p—a - , :
gdzie o

oo

. e2.
V1=fb(—0') e’i’do = ——oi—B(—a,)
ay
rd .

Mnozac réwnanie (25) przez p—ax i zaklada]ac p— ak otrzymuJemy

lub —-Zak-!-B(ak)—FVk——

e?
*/10k+B(ak)— - —B(—'axc)=0

A wiec liczby a; sa p1erw1astkam1 ) u]emneJ czesc1 rzeczywistej réwnania

’ charakterystycznego
2

Ap+%+3(»—p)—8(p)=0- (26)

Aby terazwyznaczyé liczby A;, porownu]emy residua lewej i prawe] strony
(25). Jesli przez fx oznaczymy bieguny funkeji B(p) (a mozna ‘wykaza¢, ze
jest ich akurat tyle, ile ujemnych pierwiastkéw réwnania 26), to dosta-

niemy
_ A
Y Br—a) =1’.' : (27a)
jezeli biegun fx jest pojedynezy oraz:
A g, (27b)
i (Pe—a)™ )

dla bieguna o krotnosci n> 1. ‘
Powyzsze réwnania ze wzgledu na A, mozna rozwigzaé w postaci
zamknlete] postugujac sie pomocniczymi funkCJaml

F(p)= ﬂ (p—a;) G (p)= H (p— ﬂk)"k (28)
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Mamy mianowicie

= C;-,—(a!l ) . (29)
F(ay)

dla K, (p) zas .

G(p)

} F(p)

- Majac K, (p) znajdujemy K(p,t,) ze wzoru (22).
Na koniec mozna wykaza¢, Ze przy o; i A; wyznaczonych z (26) i (29).

réwnanie (25) jest toZsamosSciowo spelnione, a tym samym wzory '(24)

dajg rzeczywiscie rozwigzanie réwnania (23). - '

Ky (p)=1— ~(30)

' " 25 PRZYKEADY - °
A Y te - . _
Dla przykladu znajdziemy optymalne charakterystyki dla sygnatu
' é(t)=e—t, a(t)=e(t—t).

Ze wzoru (14) otrzymujemy ‘
NN | 1
b(t)=—e*, B(pp=—_——— f=—1.
. 5 P)= p
Roéwnanie charakterystyczne (26) ma posta¢

. .
Ap+ =0
p 1—p?
i jeden pierwiastek ujemnya= — 1+%. 7 (28) obliczamy pomocnicze
funkcje F i G jako
_ Fép+]/1+7; G=p+1.

W koncu z (29) otrzymujemy ,
- , A_l/1+7 -1
iz (24)
e
A 1/1 St
Ki(p)=—"—= —
P=% p+ 1+ v

: e
kgu=Ae={l/1+]f—1
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szor ten podaJe optymalne charakterystykl Zerowe. Nabtepme z (22) zna]-
dujemy

A aty iy - ‘
K(p,t)=— —z{e “(p+1)+e "‘“(a—l)}.
. p — a :
skad o 1 \ '
Sl ’lAe“t"(ch at +—'shat> dla t<t,,
. . \ a .
k(t.ty)=
JAe™ (ch at,.+ L sh ato) dla t>t,.

a

/Sa to charakterystyki optymalhé dla czasu opéznienia ¢, .

Jako drugi przyklad wyznaczymy- charakterystykl optymalne " dla
sygnalu e(t)=1(t), x(t)=1(t—t,).

'Ze wzoru (14) mamy

N C b(t)=1(),
zatem

I

L£{b(t)}=B

Réwnanie charakterystyczne (26) xha ksztalt nastep'ujqcy

o

Zatem funkcje pomocnicze (28) przy]mu]a posta¢

oraz pierwiastek '

sz_‘a’ G:p,

S BRI A

Korzystajac ze wzoréw (30) i (22) otrzymujemy

za$s

A
KO (p):—’
: pt+A
K(p, t)= ng {pe““"—Ae—”“_} .
Wobec tego
—Aat, <

k(t to)= {Ae ch At, t<t, (31)

Ae~4lch Aty, t>t,.

Charakterystyka o} 1dentyc7ne3 postaci zostata: wyznaczona w pracy [2]

A
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‘Charakterystyka odpomada]qca sygnatowi jednostkowemu jest bardzo
1nteresu]aca z praktycznego punktu widzenia, gdyz — jak to zaraz wyka-
| zemy — skok jednostkowy jest sygnalem najbardziej nlekorzystnym
z punktu widzenia znieksztalcen sygnatu (w metryce przestrzeni C) z po-
miedzy wszystkich sygnaléw z ograniczong amplituda.
W tym celu zalézmy, ze sygnat e(t) dziala na uklad liniowy, ktorego
reakcja na impuls jednostkowy jest k(t). Sygnal na wyjéciu uktadu wy-
niesie

u(t)-—fe(t—r (Wdv. (32).

w przypadku gdy uklad nie wprowadza znieksztalcen

k() =kod(t—to) ' ' (33)
to znaczy, ze odpow1edz ukladu na sygnat d (t) rézni sie od tego sygnalu
tylko opéznieniem t, i tlumieniem k,.

Podstawiajac (33) do (32) otrzymujemy

u(t)—fe(t ke (z—tddr=kgse (t—t,). . (39)

w przvpadku ukladu ktory wprowadza -znieksztalcenia mamy
u(t)#koe(t—t,). Znieksztalcenia te mozna wyrazi¢ za. pomocg wzoru
A= max|u(t) koe (t—1to) ]| . (35)

Podstaw1a3qc WZory (32), (34) do (35) mozemy naplsac

Azmaxife(t_r) k (z) dz — J'koe(t—r)a(z—to)dﬂ =

N (36)
=max [fe (t—7) [k (r)—k, 0 (r—t,)] dz|.

Sygnaly dzialajgce na uklad posiadajg zwykle ograniczong aniplitude; idla-
tego mozemy zalozy¢

Ie(t)l <Em.

Wyznaczmy teraz sposrod sygnalow zZ ograniczong amphtuda taki .
sygnal, ktéry powoduje maksymalne znieksztatcenie 4. Wyrazenie (36)
uzyskuje maksymalng warto$¢é wtedy, gdy funkcja podcalkowa bedzie
stale dodatma Wynika stad, ze znieksztalcenie (36) maksymalng warto$¢
uzysku]e w przypadku sygnatu, ktéry ma stata amplitude *E,,i zmienia -
znak w zerach funkcji k(z)— koé(r——to) Dla uktadu, w ktorym funkcja ta
nie posiada zer dla t >0, najbardziej niekorzystnym sygnalem, ze wszyst-
kich sygnaléw z-.ograniczong amplitudg, bedzie sygnat o ksztalcie skoku
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En 1(t). Rezultat powyZ‘szy uzasadnia celowo$é stosowania sygnatu jednost-
kowego jako sygnalu wzorcowego przy badaniu aparatury elektrycznej.

3. SYGNALY MODULOWANE
Sygnaly elektryczne stosowane w . praktyce wystepum najczescie]j

w postaci modulowanej )

e(t)=e, (t) cos w, 1::()2; {eo (1) eiot} .
gdzie ey(t) okresla charakter zmian obwiedni sygnalu modulowanego,
natomiast cos w, t= e {eit} —reprezentuje tak zwanga fale no$na.
~ Poniewaz zwykle interesuje nas obwiednia sygnalu modulowanego
(fala nos$na zostaje wyehmmowana w detektorze) wyznaczymy obwiednig
sygnalu na wyjséciu ukladu hmowego
Wyznaczmy najpierw: reakCJe ukladu na sygnatl

e (t)etnt,
Widmo tego sygnalu wyraza SIQ ‘wzorem
. E (i) =Eoli(0—w,)],
-gdzie ..
Eo(iw)=7 (e (1)},
sygnat za$ na Wyjéciu‘ukl'g.du wyraza $ie jako

A
— f E, [i (0 —wp)] K (i w)ei*t do .

Zatem reakcja ukladu na sygnal
e (t)=Ne {eo (t) e”’ot}

ze wzgledu na liniowo$é ukladu wyniesie

4o

u(t)="Ne %j E[i ((u—-wo)]K(zw) eiwtdo! . (37)
. T }

Jesli sygnal modulowany dziala na uklad o wlasnosciach selektywnych
(na przyklad wzmacniacz rezonansowy nastrojony na czestotliwo$é nosna)
wygodniej jest postugiwaé sie pojeciem funkeji przenoszenia, w ktorej
czestotliwo$¢ w  odmierza sie od czestotliwoéci rezonansowej w,, to jest
' K (iw)=Kop [i (0 — w,) ]—KmJ (i) . (38)

Podstaw1a]ac (38) do wzoru (37) otrzymuJemy

oo ) C
' u(t)=%.»,{ ; fEO (i2) Kob (i) e’QtdQ} :uo(i) cos wyt,
A T 4 ‘

-0
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gdzie
+o0 % !
Uy (t)=—2-1; f E, (i2) Kob (i£2) e“”dQ. (39)

Wzér (39) mozemy réwniez wyrazié za pomoca splotu obwiedni sygnatu
wejsciowego e(t) z funkcjg przejéqiowa obwiedni

, Lt
Vel Kop (1Q) o
C he =t [ 228 g
| o (0 _-27c.f e

a mianowicie o
d .
o (t)= —feo (t—7) hov () dv.
o dt
o
. Wzbr ten ma analogiczng posta¢ do stosowanych w rozdziatach 2 i 3 wzo-
réw na splot sygnatu e(t) z funkcjg przejéciows k(t). Wynika siad, ze
~optymalne charakterystyki czestotliwo$ciowe wyznaczone metoda podana
w rozdziatach 2.3, 2.4, 2.5 i odnoszace sie do ukladéw bez modulacji (tzw.
videoczestotliwesci) ‘moga by wprosty sposob przétx‘“ansformowane (przez
translacje czestotliwo$ci 2=w—w,) na optymalne charakterystyki ukla-
déw z modulacjg. Przy transformacji tej ksztalt charakterystyki nie ulega
zmianie. . L . ’

4. FILTRY ,IDEALNE*“

Wl urzadzeniach telekomunikacyjnych z tak zwanym czestotliwoscio-
wym rozdzieleniem sygnaléw stosuje sie filtry, ktére przepuszczaja tylko
okre§lone (przez normy) pasmo czestotliwoéci i obcinajq czestotliwoscei
lezace poza pasmem przepuszczanym 2. Przy projektowaniu takich filtréw
stykamy sie z koniecznoscia wyznaczenia charakterystyk zapewniajgcych
minimalne znieksztalcenia sygnaléw przy ograniczonym' wplywie zakio-
cen. ' ' T

Obecnie wyznaczymy optymalne charakterystyki filtru idealnego za-
pewniajace przeniesienie sygnatu wzorcowego 1(t) z minimalnymi znie-
ksztalceniami

+oo . :
1= f [hos () — 1.(¢— to)*dt (40)

"¢ §¢igl8 biorac, uklady te hie moga byé zrealizowane, gdy: charakterystyki ich
nie spelniaja na ogét warunku k(t)=0 dla t<0. Jednakze charakterystyki ukladéw
selektywnych moga byé z wystarczajaca dla praktyki dokladnoscia aproksymowane
za pomocyg charakterystyk dajacych sie realizowaé
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przy warunku dodatkowym (9) E=const oraz przy zalozeniu, ze widmo
sygnalu wy]scmwego znika przy |Q2|> 0,. .
“We wzorze (40) za dolny przedzial calkowania przyjeliSmy —o0, gdyz
~sygnal hop(t) dla filtru idealnego moze nie znikaé przy t<0. Pomevyaz
widmo sygnalu wyjsciowego '

' +o0o .
Kop(i2) 1 .
=0T — | koo (8) et dt,
0 on ob ( ) ‘ - |

w mys$l zalozenia réwna sie zeru na zewnatrz pasma czestothwosm prze—
: puszczanych przez flltr zdealny, mozemy naplsac »-

. %fhob(t)e‘m{dt=0 , dla |2/>89,, o (41)
T

przy czym £, jest gérna czestotliwos$cia pasma przepuszczanegof
Zagadnienie polega zatem na wyznaczeniu funkcji h(t), ktéra zapewnia
minimum funkcjonatu .

H,=I+AE;

przy czym na mozliwe rozwigzanie naklada si¢ dodatkowy warunek (41).

Zagadnienie powyzsze jest zagadnieniem wariacyjnym na ekstremum
warunkowe. Zagadnienie takie mozna rozwigzywaé metoda Lagrange’a,
zwang tez metoda nieokreslonego mnoznika funkcyjnego.

Zgodnie z powyzszg metoda, pomndézmy wyrazenie (41) przez nieokre-
$lona na razie funkcje A(2) i scalkujmy otrzymang funkcje w przedziale,
ktory lezy na*zewnatrz pasma czestotliwoéci przepuszczanych.

Otrzymamy wtedy zamiast (41) warunek nastepujacy

oo !

D= [( )f ope” "‘dt]d9+ﬂ ( ) hop (Ve "”’dt]d(z 0, |Q|>0,.

o o —00

Zmieniajac we wzorze powyiszym kolejnosé catkowania otrzymujemy
-2, oS} .
5 =——{ b(t)[fz(g)e““‘d9+f/1(9)e“”‘d9] dt=0, |Q|>Q0

-00 —o0 2, .

W mys$l metody Lagrange’a znajdujemy- teraz ekstremum beszgledne
funkcjonatu ‘ -
H=H,+D=I+D+ALE. . ‘ (42)

‘Przyréwnujac do zera pierwsze wariacje wzgledem hop (t) oraz A(2) wy-
razenia (42), otrzymujemy nastepujace ré6wnania:
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. . -2, 00 .
Ay gy~ 1= )+ {fu.o) ‘1‘“d9+fz(9)e"”' !2} —0, (432)

] . —_00 .t 2,

N

zlfhob(t)e—fﬂtdt=0, dla  |2]>%0,. ' (43b)
T v

Poddajgc réwnanie (43a) transformacp Fouriera oraz uwzgledmaJac '(43b)
otrzymuJemy

Kob (1_9_)_
1

' ‘iQtn ' § "
_[—zl (iQ)2+l]h'(0)+l] =9~_5— da  |Q]<2,.
'Stad oraz z (43b) otrzymujemy wreszcie,
e=iot
. Kop (i) ={ =4 (19 + AR ob(0)+l
' lo, 4 o>,

!'Ql<'901

" We wzorze tym h;b.(O) moze by¢ okreslone na przyktad z réw_fxoéci

oy 0= Kob(zQ) e,

-8,
A zad z warunku izoperymetrycznegq 9.
Dla 4,=0 otrzymujemy charakterystyke [2]
R ‘e\-m'z a | :|Q}<Qo:
- Koo lil)= {o dla |2]>0,.
Charakterystyce tej odpowiada prostokatna charakterystyka amplitudy

. ’ . ) . <
A(2)=| Koy (i) [={1 dla  [R|<2,,
: dla |Q]> £,

oraz liniowa charakterystyka fazowa.
Charakterystyce tej odpowiada

1,1,
hob(t)=_+_Sl Qo (tf“to):

gdzie Si oznacza sinus catkowy. Charakterystyka powyzszego typu,
mimo zZe nalezy do charakterystyk nie dajacych sie zrealizowaé, moze byé
z dostateczng dla praktyki dokladno$cia aproksymowana przez charakte-
rystyki ukladéw mozliwych do realizacji.
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Zakladajac na przykiad, ze funkcja tlumienia ukladu wyraza sie

wzorem
3

—n(zx x ) o= L (49)
k — ’
Kob(l-’L‘) k=1 2, :

moZemy wyznaczyé takie rozstawienie zer xx-tej funkcji, ktére zapewnia-
najlepsze przyblizenie (w sensie Czebyszewa) charakterystyki idealnej

L :

’ Ko (ix) I
poza pasmem przepuszczania (x>>1). W tym celu zalézmy, ze kwadrat
modutu funkcji (44) jest proporcjonalny do '

=1 w przedziale (—1,+1) oraz dostatecznie duze tlumienie

A0+LT2n (x) ’
gdzie Tap (x) — oznacza wielomian Czebyszewa 2n-tego rzedu,
L — maksymalne odchylenie tego wielomianu od A,=const

Jesli nieréwnomiernoéé tlumienia w pasmle przepuszczania ukladu
wynosi a dB (rys ‘1a), to mamy

o e+ 1 e —1 - . . : '
A= —, L=—— rys. 1b) .. - |
. ) 9 9 (ry ) .
. 1 il ) o .
Wprowadzajgc , ‘wspélczynnik . LOQWZ

tlumienia

n a__l"

T=]/ e,

et+1

ktory réwna sie zeru dla a=19

i dazy do jednosci przy bardzo
duzym a; wielomian (44) mozna .

wyrazi¢ jako \
1

1+ T4+ 2T Ty, ()] -
(1 - TZn)2 . :

(45)
Aby wielomian ten byl propor- Rys 1. Aproksyr‘"acla charakterystyk1

. filtru zdealnego
cjonalny do wielomianu' (44), zera
ich powinny sig pokrywaé. Zera te beda lezaty 'w og6lnym przypadku na
plaszczyznie zmiennej, zespolone] r=z+iy. Wprowadza]ac wspoirzedne
eliptyczne wedlug wzoréw . -

8 Funkcje przenoszema takiego typu. posiadaja na przyktad uklady zlozone ze
wzmacmaczy rezonansowych zawierajacych jeden lub dwa .obwody w kazdym stopniu.

A
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e+e)
=— (0 + cos ¢,
2 e
y= L (9 _1 sin ¢
2 0 ) ’
xr= _1_ (Qe’up + le l‘P)
. 9 0 ‘

do wzoru (45) otrzymujemy *

1 1+ T4n 4 T2n | g2n gi2ne __Le—i2n¢) L
(1+Tm)2 o )

Nie trudno teraz zauwazy¢, ze funkcja powyzsza réwna sie zeru dla

1

wynika stad, ze zera wielomianu (44) powinny lezeé na e11p51e w punktach
_ 0 wspolrzednych

.?zkzi(T%—L coszk—iﬁ,
2 T 2n
1 ( 1 ) . 2k—1

=—|T——] sin — T,
v\t T T on

Przyjmujac zatem okreslong warto$¢ tlumienia a, mozemy ze Wzorow
powyzszych wyznaczy¢ optymalne potozenie biegunéw' xy funkeji prze-
noszenia Kop (ix), a nastepnie okre$li¢é optymalne parametry ukladu pro-
jektowanego. o ‘
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' S P..KY/IHKOBCKH, A. PLIBAPCKH

KPUTEPUM . KBATPATUYECKUX MCKAXKEHUI TP OTPAHUYEHHOMN
MOIIHOCTHU IIOMEX . !
: . _

Pesiome : . .

B xayecTBe KPUTEPMA MCKAXKEHMI CUTHAJIA e(l) B JUMHENHOM cUCTEME C IIepexoix-~

- HOI1 yHKuei1 h(t) nprHuMaerca BbipaxeHue I (6), rae x(f) — JmHENHbI QyHKIMO-

gan e(t). Ecay CIEKTPaJbHYIO IJIOTHOCTH BXOJHLIX LIYMOB MOKHO CHMTATE B, IIOJIOCE

riponyckauua ouIbTpa BEAMYMHON [OCTOSAHHON 4, TO CPEAHAA MOIIHOCTb BBIXOIHBIX

IIYyMOB Bblpa}kae'rca cdopmynoit (9). [TokazaHo TakxKe, YTO CpeaM BCEX IIOMEX ¢ orpa-

HMUYEHHOJ NOBEPXHOCTBIO # (7), SHEPrua IIOMeX Ha BbiXoje DMUIbLTPA HE INPEeBbILIaeT
peamuuesl (9). ‘

Bonpoc ceBoguTcA 3aTeEM K ONPEZENEHUI0 MUHUMAJIBHOTO 3HAYEHMA UCKAMKEHMI (6}
npu podasounHoMm yciaoBum E=const (9), (10). Hpnpa'BHnBaH IEePBYI0 Bapuatiw (OyHK- .
muo"Hana W=I+AE no h(t) X Hymo homyuaem .ypasHeume (15), OAHO3HAYHOCTE
peLIennic KOTOPOro yuccaefoBana B ryiase 3.2. B ruase 3.3 [PUBOJMUTCA PELIEHMUEe yPaB-
wenusa (15), ompegensdAmwllee ONTMMaJIbHYIO népexonﬂyro DYHK IO CHCTEMBI. 3arem
paccMOTPEHO KOHKDETHBIE IPUMEPhI HPM BXOLHBIX CHUTHAJIAX '

e)=e—¢, x)=e(t—1;) n e()=1(t), x(t)=1(t—1t,).

B riaBe 4 NOKa3aHO, HTO nony‘qennbre‘ pe3yibTaThl MOXKHO II€PEeHeCcTM IPIL
NOMOLLM TPAHCJALMM HaCTOThl Ha CJIydail amnnmwynﬂo—monynmpoéaHme CUT'HAJOB.

3aTeM OMNpEeAEseHO XapPaKTEPMUCTMKM CHUCTEMbI, OOecrneunBarolleil MUHMMAaJbHbIE
MNCKaXEeHUA énquHoro curHasja npu E=const M 700aBOYHOM YCJOBUM, KOTOPOE
cBoguTesa K TpeGoBaHMIO, YTOObLI HacTOTHBIE xabaKTememxm CHUCTEMBI MC4Ye3aJy BHE >
moJyockl NOpomyckKaHus. B caydae E=0 ontumaJsibHasg XapaKTePHUCTHKA AMITIUTY OB
umeer HOPMy npﬂmoyronbmfika, KOTOPBIA, KaK 9TO II0Ka3aHO, MOXKHO AIIIPCKCUMMUPO-—

BaTb Npy moMmouy (PYHKuMy 3aryxanud (44) ¢ J1106071 TOYHOCTHIO.

R, KULIKGWSKI A. RYBARSKI

CRITERION FOR ROOT SQUARE DISTORTION AT LIMITED NOISE POWER
Summary

As a criterion for distortion of the signal e(t) in a linear system having a transfer-
function h(t), we take expression I(6), where x(t) is a linear operation of the func-
tion e(t). If the spectral density of the input noise power to have a. constant
.value ¢ in the frequency interval included in the filter characteristic, then the
average output noise power will be equal to (9). It is also shown that among all dis-
turbances with a limited areau. (7), the output noise energy does not exceed the: '
value given by formula (9).
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The problem involves determining the minimum value of the distortion (6) at
the subsidiary condition that E=const (9), (10). To first variation of W=I+ 1E with
respect to u(t) being set equal to zero, we obtain Eq. (15). The question of wheter
the solution of Eq. (15) is single-valued, is considered under point 3.2. The solution
of Eq. (15) defining the optimum transfer function of the system is. given under
point 3.3. Next, specific examples with input 51gna1s e()=e—t, x(t)=e(t—t) and
e(t)=1(t), x(t) =1(t—to) are discussed.

» In section 4, it is shown that the results presented in the previcus sections can
be applied to amplitude modulated signals. by atranslation of frequency.

At last, the authors determine the characterlstlcs of a system which distorts, to
a minimum extent, a unit signal with E=const’and “whose- frequency characteristic
vanishes .outside a defined frequency band. In the case of .E=0, the optimum ampli-
tude characteristic has a rectangular shape. It is shown'that this’ shape can be ap-
proximated to any desired accuracy with the help of the damping function (44).
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